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Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme IY.
Von Kurt Godel in Wien.

1.

Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu groBerer
Exaktheit hat bekanntlich dazu gefiihrt, daB weite Gebiete von ihr
formalisiert wurden, in der Art, daf das Beweisen nach einigen
wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die amfas-
sendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das System der
Principia Mathematica (PM)®) einerseits, das Zermelo-Fraenkel-
sche (von J.v. Nemwmann weiter ausgebildete) Axiomensystem der
Mengenlehre ) andererseits. Diese beiden Systeme sind so weit, daB
alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismethoden in ihnen
formalisiert, d. h. auf einige wenige Axiome und Schlufiregeln zuriick-
gefithrt sind. Es liegt daher die Vermutung nahe, daf diese Axiome
und Schlubregeln dazn ausreichen, alle mathematischen Fragen, die
sich in den betreffenden Systemen iiberhanpt formal ausdriicken
lassen, auch zu entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, daB dies
nicht der Fall ist, sondern daB es in den beiden angefiihrten
Systemen sogar relativ einfache Probleme aus der Theorie der ge-
wohnlichen ganzen Zahlen gibt#),” die sich aus den Axiomen nicht

*) Vgl. die im Anzeiger der Akad. d. Wiss. in Wien (math.-naturw. X1.) 1930,
Nr. 19 erschienene Zusammenfassung der Resultate dieser Arbeit.

%) A. Whitehead und B. Russell, Principia Mathematica, 2. Aufl,
Cambridge 1925, Zu den Axiomen des Systems PM rechnen wir insbesondere
auch: Das Unendlichkeitsaxiom (in der Form: es gibt genau abzihlbar viele
Individuen), das Reduzibilitits- und das Auswahlaxiom (fiur alle Typen).

%) Vgl. A, Fraenkel, Zehn Vorlesungen iiber die Grundlegung der Men-
genlehre, Wissensch. u. Hyp, Bd. XXXI. J.v.Neumann, Die Axiomatisierung
der Mengenlehre. Math. Zeitschr. 27, 1928. Journ, f. reine u. angew. Math, 154
(1925), 160 (1929). Wir bemerken, daB man zu den in der angefiihrten Literatur
gegebenen mengentheoretischen Axiomen noch die Axiome und SchluBregeln des
Logikkalkils hinzufigen muf, um die Formalisierung zu vollenden. — Die
nachfolgenden Uberlegungen gelten auch fir die in den letzten Jahren von
D. Hilbert und seinen Mitarbeitern aufgestellten formalen Systeme (soweit diese
bisher vorliegen). Vgl. D. Hilbert, Math. Ann. 88, Abh. aus d. math. Sem. der
Univ. Hamburg I (1922), VI (1928). P.Bernays, Math, Ann. 90. J.v.Neumann,
Math. Zeitschr. 26 (1927). W. Ackermann, Math. Ann. 93..

*) D. h. genauer, es gibt unentscheidbare Sitze, in denen aufer den logi-
schen Konstanten: ~— (nicht), \/ (oder), (#) (fir alle), = (identisch mit) keine
anderen Begriffe vorkomfen als + (Addition), . (Multiplikation), beide bezogen
aaf natiirliche Zahlen, wobei anch die Prifixe () sich nur anf natiirliche Zahlen
beziehen diirfen.

G 6 del , Kurt .
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